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Introduction :

La prévision de multiples systémes est nécessaire ou tout simplement voulue
dans la vie contemporaine. Par exemple, 1’évolution d’un systéme électrique doit étre
connue trés précisément dans le cadre des machines électroniques (informatique,
appareils ménagers, ...) pour éviter les dysfonctionnements pouvant étre dangereux.
De méme, dans d'autres domaines tels que 1'économie, la météorologie et la biologie,
la prévision a un role trés important et utile de nos jours.

Or, dans ces domaines la prévision est difficile vu que les systemes étudiés
peuvent étre chaotiques. C’est pour cela que j’ai, tout d'abord, montré 1'existence de
ces systemes chaotiques en physique avec 1'exemple du pendule forcé puis, dans un
second temps, j'ai étudié 1’oscillateur de Chua ,d’une part, et la convection de
Rayleigh—Bénard décrivant les mouvements convectifs de 1’atmosphére ou du
manteau terrestre, d’autre part, pour montrer l'existence du chaos en électricité et en
météorologie.

Les divers systemes (pendule forcé, oscillateur de Chua et convection de
Rayleigh—Bénard) ont été étudiés de la maniere suivante : tout d'abord,
I'établissement des équations — non linéaires — du mouvement a I’aide des théoremes
classiques de mécanique ou d’électronique, puis a 1’aide du logiciel informatique
MAPLE, une visualisation des solutions de ces équations. Enfin, ces systemes ont été
étudiés de facon expérimentale pour corroborer, du mieux possible, les résultats
théoriques en visualisant ces solutions et en obtenant l'attracteur étrange
expérimental.



I- Mise en évidence des systemes chaotiques :

1) Etude du pendule libre :

a) Mise en équation :

Systeme : {masse M + tige rigide de masse m<<M }

Référentiel : terrestre supposé galiléen (noté R,)

Coordonnées : cylindriques (O, e;,eq,e;)

On observe un mouvement de rotation autour de I'axe A=(O,e,) et d'angle 6.

Forces extérieures : -poids: P=mg
- liaison pivot en O supposée parfaite
- frottements fluides négligés

Théoreme du moment cinétique par rapport a l'axe A=(O,e,) :

dzA =M ,(P)+M,(liaison pivot)
Calcul du moment cinétique : ©,=0,.¢,=MI’0 %:Mlzé

Calcul des moments des forces :
P=Mg(cos0& —sin0&,) = M,(P)=(OMAP).¢,=—Mglsin0

D'ou MI*6+Mglsin6=0

é+%sin6=0




b) Cas de petites oscillations : sin6~0 et 0,<16°

On obtient le systeme de Cauchy : é+%e:0 0(0)=0, 6(0)=6,

Solution du systéme : 0(t)=Acos(w,t)+Bsin(w,t)avec wf):%

or 0(0)=0,=A et 6(0)=0,=Bw,

0
0(t)=6, cos(ooot)+wz sin(w, t)avec (,05:%

Courbe représentative de 6(t) : /\ /\ /\ /\

-0+

3]

-0.2+

Pour deux conditions initiales trés proches : 6,(0)=6,(0)+ d6,avecd0,<(0,(0),0,(0))
0,(0)=6,(0)+ 86,avecd6,<(6,(0),6,(0))

Soit A 0(t)=0,(t)—6,(t)

: 56
On obtient : AB(t):690cos(mot)+T0° sin(mot)aveCUﬁZ%

Donc, comme |cos(w,t)|<1 et [sin(w,t)<1

A6(t)<(6,(t),0,(t))

Donc on peut prévoir I'évolution du systeme au cours du temps.
On dit alors que le systeme est NON CHAOTIQUE.




2) Etude du pendule forcé :

a) Mise en équation :

Systeme : {masse M + tige rigide de masse m<<M }
Référentiel : terrestre supposé galiléen (noté R,)

Coordonnées : cylindriques (O, e;,eq,e;)

On observe un mouvement de rotation autour de I'axe A=(0O,e,) et d'angle 6.
La vitesse de la masse M est donnée par v=I0¢, dans le référentiel terrestre.
D'ou la vitesse de I'écoulement de I'air au voisinage de la masse est V,=—10¢, dans

le référentiel lié a la masse. Soit R. le nombre de Reynolds de cet écoulement :

R :¥:$ avec V la viscosité cinématique de l'air et R le rayon de la masse M.

Forces extérieures : - poids: P=mj
- force de frottement fluide sur la masse (négligée sur la tige) :
- siR,<1,F=—kVaveck>0
- siR,>1000—2000, F=—k'vVaveck'>0
- liaison pivot en O supposée parfaite
- couple moteur exercé en O : C=asin(wt)e,

Théoréeme du moment cinétique par rapport a lI'axe A=(0,e,) :

d;A:MA(13)+MA(13)+MA(liaisonpivot)+é.é’z
Calcul du moment cinétique : ©,=6,.¢,=MI’6 dd(:A =MI’0

Calcul des moments des forces :

—_—

F=—kv = M,(F)=(OMAF).e,=—kI*6
F=—k'vV = M,(F)=(OMAF).e,=—k'I’®’

D'ou  MI’6+kI’6+Mglsin6=asin(wt) si Re<<1
MIP0+k'I’6°+ Mglsinf=a sin(wt) si Re>1000-2000

é+i6+gsin6:&sin(wt) si Re<<1
17 MI°

I

. l. X X .
6+M62+%sm6=ﬁsm(mt) si R.>1000-2000




b) Cas d'un mouvement dans un écoulement visqueux : Re<<1

M w, _«
k ’p_Mlz

; . . W, .
On a I'équation : 6+6°6+m§sin6:psin(mt) avec mO:\@,Q:

Pour deux conditions initiales tres proches : 6,(0)=6,(0)+ d6,avec$0,<(0,(0),0,(0))
0,(0)=6,(0)+ d6,avec 56,<(0,(0),6,(0))

D'apres la loi de Stokes, k=6xnmR avec R le rayon de la masse M et N la
viscosité dynamique de 1'écoulement de I'air.

On utilise une résolution graphique avec MAPLE (méthode Runge Kutta a I'ordre 4).
N=3.10° P1, R=2 cm, M=1 kg, 1=1 m, p=10 s2, w=1 rad/s,
6,(0)=30°, 8,(0)=30,1°

On obtient les courbes :
504

Q=3,1.10°

(,0023,1 rad/s /\\%
; -/ | | o | |

—_— 91(t) a

= B:(1)

Eod-

004+

1504

Pour t>ty=10s: A0(t)=0,(t)—0,(t) n'est plus négligeable devant 6,(t) et 0,(t).
Donc on ne peut pas savoir quel sera l'angle a cet instant : cela pourra étre 0;(t), 0,(t)

ou un angle entre les deux, vu qu'une précision plus petite sur les conditions initiales
(3/1000) ne pourra pas étre réalisée.

Donc on ne peut pas prévoir I'évolution du systeme pour un temps
grand devant to.
\ On dit alors que le systeme est CHAOTIQUE.




Parametre de contrdle : p

I existe un réel positif p, tel que si P, <p alors le systeme est prévisible (non

chaotique). p, dépend des valeurs de w,, QQ, w ainsi que des conditions initiales. Dans
ce cas, le systeme évolue vers un attracteur périodique fixé par le moteur.

06+

@

o

B

o024

ha

p=1s2:

o024

04t

084

504

-100+4+

-150+4

-200+

p est appelé parametre de controle du chaos.
Dans les valeurs précédentes, on obtient (avec --- 0i(t) ; --- 0,(t)) pour :

[

AN

p=74s?:

B0

20}

. 1 ; 1 . ;
5 15 Y20 W N

p=10s2:

/5\3% 1 20 25 30

20l

-804

a0t

-1004

-1204

Ay

D'ou ici poest de 'ordre de 7.5 s2. 11 est obtenu de facon empirique.



Allure de la vitesse :

On obtient pour les valeurs précédentes (N=3.10" P1, R=2 cm, M=1 kg, 1=1 m,
p=10 s2, w=1rad/s, 6,(0)=30°, 6,(0)=30,1°) les courbes en 6

---- eZ(t) | A
_ 1w p\ \Ij} =

104

204

D'ot [0(t)<20rad/s

Donc R, ,,=2.10">1000-2000 : a la vitesse maximale de la masse,
I'écoulement est turbulent donc F=-k'vV et non pas F=—kv :le modéle pris en
compte ne tient pas compte de la réalité.
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¢) Cas d'un mouvement dans un écoulement turbulent :

On a I'équation :  0+K 6°+w,sinf=psin(wt) avec (Doz\/%’K:ﬂ

Pour deux conditions initiales tres proches : 6,(0)=6,(0)+ d6,avecd0,<(0,(0),0,(0))

1(0);92(0)+ d6,avecd8,<(6,(0),6,(0))

0
0

Pour un écoulement turbulent (R.=10°-10°), k ':% CunR’® avec R le rayon de

la masse M, M la masse volumique de I'air et C le coefficient de trainée (C=0,4 pour
une sphere).

On utilise une résolution graphique avec MAPLE (méthode Runge Kutta a 1'ordre 4).
Ku=1,3kg/m°, R=2 cm, M=1 kg, 1=1 m, p=10 s2, w=1 rad/s,
0,(0)=30°, 8,(0)=30,1°

On obtient la courbe :

K=3,2.10*
p=3,1 rad/s

- Bu()

- By(1)

Pour t>tp=14s : A6(t)=6,(t)—6,(t) n'est plus négligeable devant 0(t) et 0,(t).

Donc on ne peut pas prévoir I'évolution du systeme pour un temps
grand devant to.
Le systeme est donc CHAOTIQUE.

11



Parametre de contrdle : p

De méme que précédemment, p est un parametre de controle du chaos. On
obtient les courbes suivantes (avec --- 8;(t) ; --- 8:(t)) pour :

p=1s2: p=745s?:

0.6+

L LA
”W'”””H ]

=

A==

o

=

= 2 . = 2 .
pP=/.5s?: p=10s2:
5 10 15 20 5 30 10
f ’
[ —
120}
20t w0}
ETIN
g0t
=0l
o ,
S0l H 10 15 5 30
20l
-100. ol
sof
-120. E=l

On obtient également pPo=7.5 s2.
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Allure de la vitesse :

On obtient dans les conditions précédentes (U=1,3kg/m’, R=2 cm, M=1 kg, 1=1
m, p=10 s2, w=1 rad/s, 6,(0)=30°, 6(0)=30,1°) la courbe en ¢

25+

60

D'ou |0(t)<25rad/s 151

¥

Donc R, ,,=2.10">1 :ala «}
vitesse maximale de la masse,
I'écoulement est turbulent donc on a .
bien F=—k'vV .Le modéle semble
donc correcte pour les valeurs prises . .
pour l'étude. ! .

'R

Donc le systeme pendule forcé est bien chaotique.
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d) Résultats expérimentaux :

1- Montage :

On force un pendule pesant a I'aide d'un autre pendule et d'un générateur de
tension continue.

2- Mesures temporelles :

On observe cette méme courbe pour cing relevés différents :

Pendule Forcé

le série
40
20
* O ‘ !
[ b ‘y ( 5 ) b ) 35
-20
-40

t(s)
Période : 0.68s

Le systéme est donc non chaotique (on se trouve dans le cas ou p<10 s*). Pour
qu'il soit chaotique, il aurait fallu avoir un pendule forcé qui puisse faire des tours
complets (impossible ici).
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3) Systémes déterministes et chaos :

a) Reperes historiques :

- Antiquité :

En 400 avant Jésus Christ, Pythagore définit le chaos comme « ce qui ne peut
s'exprimer sous forme mathématique ».

- XVle — XVlle siecle :

De grands scientifiques comme Galilée, Copernic, Kepler, Newton s'intéressent
a la mécanique céleste et trouvent des lois régissant le monde. C'est le début de la
mécanique déterministe. Kepler trouve trois lois (qui portent son nom) démontrées

par Newton a l'aide de la découverte de la force de gravitation en % et des lois

r
portant son nom, établissant les lois fondamentales de la mécanique classique.
Newton établit alors des principes déterministes :
1 — Les mémes causes produisent les mémes effets.
2 — Un systeme simple possede un comportement simple.
3 — Une augmentation de la précision des mesures donne de meilleurs résultats.

- XIXe siecle :

Laplace établit en 1814 que le probleme a 3 corps célestes est non chaotique
avec une approximation des résultats a l'ordre 1 et établit que « tout phénomene
physique est prévisible si I'on connait ses causes ». C'est une période ou le
déterminisme est triomphant. Cependant, certaines contradictions apparaissent.
Maxwell montre que des imprécisions sur les conditions initiales peuvent faire varier
les résultats et montre également la possibilité de l'irréversibilité en
thermodynamique. Cela contredit le premier principe de Newton. De plus, Poincaré
reprend en 1887 le probleme a n corps en mécanique céleste. Il montre que le hasard
est présent dans l'univers et démontre en plus la sensibilité aux conditions initiales de
certains systemes tels que le systeme solaire, qui s'avere a l'inverse de la conclusion
de Laplace, chaotique.

En 1892, Lyapounov mesure la divergence entre deux orbites issues de
conditions initiales wvoisines. Il découvre une croissance exponentielle de
caractéristique T : I'horizon de Lyaponov.

15



- XXe siécle :

Le début du XXe siecle assiste a trois révolutions en physique : la relativité
d'Einstein en 1905, la mécanique quantique avec le principe d'Heisenberg en 1926 et
le chaos avec Lorenz en 1963, initié par Poincaré en 1887. Dans les années 60-70, le
chaos s'impose devant la scéne scientifique avec les progres informatiques permettant
la visualisation des résultats mathématiques complexes. Le terme de chaos est alors
introduit par Tien-Yien Li et James A. Yorke.

En 1960, Faugenbaum montre les dédoublements de période suivant les
caractéristiques du systeme et donc le controle possible de chaos.

En 1963, Lorenz découvre le chaos en météorologie, probleme qu'il simplifie a
I'aide du modele de la convection de Rayleigh-Bénard plus facile a résoudre grace a
seulement 3 degrés de liberté. Il met en avant la sensibilité aux conditions initiales
qu'il redécouvre avec ses résultats malgré ses approximations. Il introduit alors I'effet
papillon.

b) Regles et définitions du chaos :

Un systeme est CHAOTIQUE si on ne peut pas prévoir son
évolution a long terme tout en étant déterministe.

Causes :

Le chaos est dii a la sensibilité aux conditions initiales, causée par des
phénomenes non linéaires et la forte récurrence du systeme.

Evolution de l'imprécision au cours du temps :

Ax(t)=Ax(0)e"

A est appelé exposant de Lyapunov : il dépend du systéme étudié et des
conditions initiales.
- si A<0 alors le systéme n'est pas chaotique.

- si A>0 alors le systéme est chaotique et imprévisible pour t>>%

La valeur de Ax(0) n'est jamais nulle car la valeur de la condition initiale
n'est jamais indéfiniment précise lors d'une expérience.

16



Controle du chaos :

Comme nous l'avons vu dans le cas du pendule forcé, le chaos peut étre
controler grace a un parametre (P dans l'exemple) qui selon sa valeur donnera des
attracteurs différents au systeme a 1'équilibre (ou pseudo-équilibre si le systeme est
chaotique).

Le phénomene chaotique peut bien étre controler comme le montre le controle
de la fission nucléaire (chaotique) dans les centrales a l'aide de barre de bore qui
captent les neutrons créés par la fission.

Attracteur étrange :

Les phénomenes chaotiques convergent vers un attracteur dit étrange dans
l'espace des phases. Il s'agit d'une suite infinie de points a dimension fractale, c'est-a-
dire que sa courbe représentative a une longueur infinie dans un espace fini.

Il est apériodique (la trajectoire de la courbe dans l'espace des phases ne passe
qu'une fois par le méme point).

Deux trajectoires proches (avec un écart relatif inférieur a 1%) s'éloignent
localement de facon exponentielle.

On peut prévoir que le systéme passera par un certain état (z,2) dans l'espace
des phases : il s'agit du coté prévisible des systemes chaotiques.

Chaque systeme chaotique dissipatif possede un attracteur étrange.

Exemples d’attracteurs étranges :

| 05 ﬂ/] 1

Attracteur étrange de Hénon  Attracteur étrange de Pickover Attracteur étrange de
Gumowski-Mira

1 s'agit de l'attracteur étrange 1l s'agit d'une modélisation 3D
des orbites stellaires. d'une solution mathématique. Il s'agit de I'attracteur étrange de

particules se déplacant a hautes
vitesses dans un accélérateur de
particules de forme cylindrique.

On remarque bien que le systeme chaotique se démarque des autres systemes
déterministes qui forment dans 1'espace des phases une ellipse (systéme oscillant non
amorti), une spirale convergeant vers l'origine (systeme oscillant dissipatif) ou
divergente (systeme oscillant amplificateur), ...

17



I11- Application d [oscillateur de Chua :

1) Position du probléme :

Oscillateur de Chua :

i e AR DR N o T o
R | e Ry [
| ] t > 5 | 1

n I ) T }; be, T s |
Y | B I
|
VT " Ve : Vi KZ;D\ sl :
G| . ho |
! 1 { o7 , !
ugL == ¢ wl=¢ 'l o f Jr 11—
| { 2 | | | QL |
§ b I: R, m‘[ [ & T |
' e
| 3 I :

|
I \JC(' \/‘._ I

i
Lo WEmH s GeF; Ge15aF  R=ATRD | Qe 1,280 ; Rya by = 2200 Re=330Q '
L BB Voo dey . Dieseme cuh |

Approximations :

- On considérera I'amplificateur opérationnel idéal, on ne tiendra pas compte de
son comportement fréquentiel.

- On considérera la diode comme idéale (cf sa caractéristique au II-2)3- ).

- On négligera la résistance de la bobine (quelques ohms) et celle des fils.
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2) Mise en équation :

a) Caractéristique de la diode de Chua :

1.Schéma de la diode de Chua :

DIODE DE CHUA :

Iho R3
et
A 7 | l
|
|
§ st —]
] d
Vo |
f L
; ‘ -y R,
Z ;
! i
m
Ris hztel 5 Roefye ZRAD ; 65 Ry= 330D ; b Rgs kL
ch:lSV

2.Partie amplificateur opérationnel : Ino=f(V,) :

La sortie de l'amplificateur opérationnel (AQO) est rebouclée sur la borne
inverseuse donc 1'AO fonctionne en régime linéaire : on a alors V'=V'=V,

Rl
V.= V.
R+ R,

Ve_Vs:R3IAO

R +R,
R,

—RR
Donc V,(1- )=R,I,, = V,=V,.=———1,=R'I,,

R,

o - . . . ~R,R,
Le circuit est équivalent a une résistance négative de valeur R'=

2
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3.Caractérisque de la diode de Chua :Ipc=f(Vpc) :

| Ao U N
CARACTERSTIOVE D& LA DAODE -

Caractéristique de la diode D; : wd

ID : V:u..i\ VD

Soit Ug; la tension aux bornes de R; en
convention récepteur.

Veuil = 0,7V
Branche D; :
V<V

R4

:ladiode D1 est non passante d'ou U,,=V,.—V,= RtR. V.
4 5

seuil

R4
Donc VDC<Vseuil+ Vcc: Uc
R,+R:

Branche D, :

Vo<V . ladiode D2 est non passante d'ou U=V, +V,

seuil
R4

0 \%
seuil R4+R5

=—U

cc c

Donc V,.>-V

Inc=f(Vpc) :

-Si Vv,<-U, ,ladiode D, est passante, D;non passante :

VDC VDC+VseuiI VDC+V +Vc
+ +

R' R, R,

seuil c

D'oll I, .=1,,+I,'+1,"'=

1 1 1
IDC:(R ; +_+_)VDC+(_+_)V

1 1 +VCC_(1 1 1 1 1
R, R. R, R, *" R. 'R' R, R

+_+_)VDC+(?+F)UC
4 5

-Si -U<V,.<U, ,lesdiodes sont non passantes :

VDC

DC: Rr

I

-Si V,>U, ,ladiode D; est passante, D,non passante :
VDC+ VDC_VseuiI VDC_V
R' R, R.

Vv

seuil cc

Dot I, =1,,+I,'+]1,"'=

1 1 Ve 1
VDC_( _(_"'

1 1
= — —+—)V_ < —+— )V, —(—
R' R, R. R, RS) sull R 'R' R, RS) be~

20



On obtient la caractéristique de la diode de Chua suivante :

CAQACTERISTIOUE DE LA DOTE DE CHUM

e E
!
|

| M ﬁ““\ e UG
| tah
; R
\-‘———;-~v. e ———
mym :
INTY. TS

On vérifie bien que la caractéristique de la Diode de Chua est continue.
Pour les valeurs numériques citées ci-dessus, on a :

Si V,.<—168v , I,,=—51.10"V.+55.10"

Si —1,68v<V,.<1,68v , I,,=—8,3.10"V

Si v,.>168v , I,,=—51.10*V,.—5,5.10""

On remarque que quel que soit la valeur de V¢ :

1 1 1 1,1 1
IDc:f<VDc):(F+?+§)VDC—E(R—"'R—)-(‘Vnc"‘Uc‘_‘VDc_Uc‘)
4 5 4 5
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b) Equations régissant 'oscillateur :

Schéma équivalent :

OSGULLATEVUR DE CHUM

I Al —— B ; Ay
g y rd I 7
h tr.z_ VI"A

A

1 A [ &

\:\_ %3\_ \'\_J :’: C‘L ch E :: C/\ \vw% QD¢

i ;
! | | l
L:\\%N\\*\; C,\:\V\F ) C-z__—, le\F y Q: l'}h_ﬂ_

- dVe, Veo—Ve [(Va)

LoidesneeudsenB: I.=1.+1 = aa_rc Yo c1

R C1 DC dt Rcl Cl

: dv., I, V.-V
Loides neeudsen A : I,=I.,+I, = —==—t4+—L &
d ~C, RC,

dI dl, -V
Bobine: Vv, =—1—% = —ft-__ ¢
= 't dt dt L
Vv vV RI
On pose x,=—2- =2 =—L t= our adimensionner les équations.
p Xl UC b XZ UC b x3 UC b c 1_2(:2 p q
On obtient les équations :
dx, C
dtlzgz()ﬁ Xl_g(xl))
c 1
dx,
I—Xl X2+X3
dx, sz
de.  *L 7
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Allure de x3(t.) :
1&3—
ST

u\} v W
-1&3—




Attracteur étrange : x,= f(x,)

Le systeme est chaotique pour des valeurs de R supérieures a 1700Q.
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4) Expérience et limites rencontrées :

1- Montage :

L'expérience est réalisée |
avec les  composants  cCités
précédemment, un oscilloscope et = £
un ordinateur avec ORPHY. 2

::::::

- a 'oscilloscope :

- avec ORPHY et REGRESSI :

V2 (V)
10/

pente de 0.46

// -

6 -4 2 - 2 4 6 8

pente de 0.94

pente de 0.46 5

Pour -5v<V,<5v, on obtient la caractéristique théorique avec des valeurs de pente
proches. En dehors de cette zone, les différences sont dues a I'approximation de la
caractéristique des diodes D, et D, qui a plutot I'allure d'une exponentielle croissante
ainsi qu'a une saturation possible de I'amplificateur opérationnel : |V|<Vs=15v.
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- Attracteur étrange : Vci=Vo=f(V)=f(V;) :

- a 'oscilloscope :

On n'obtient pas un attracteur étrange, cela est certainement d a la vitesse
d'acquisition de I'oscilloscope.

- avec ORPHY :

Pour R=1470Q : Pour R=1480Q :

v2()
h

Pour R=1700Q :

v2()
) vz o)

8.

6
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Pour R=3000Q) : Pour R=4000Q :

v2(v)
h v2(v)

. i g
o %Wn }
et ki 1T el
st o

Pour R<1480Q, on obtient que l'oscillateur de Chua converge vers une
position d'équilibre stable (V¢ et Ve, sont constants).

Pour R>1480Q) , on obtient un attracteur étrange qui dépend de la valeur de R.

Cette valeur limite est différente de la valeur théorique, cela est di a
l'imprécision sur les valeurs des résistance lors de l'expérience et au fait de la
négligence de la résistance des fils et de la bobine.

On observe alors plusieurs fuseaux que 1'on peur interpréter pour R=1840Q par :

V2 (V)

On retrouve alors l'attracteur étrange théorique en supposant que pour la
caractéristique réelle des diodes, la saturation possible de 1'amplificateur opérationnel
et la valeur de R choisie, le passage d'une aile a I'autre se fait majoritairement par la
périphérie.
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I111- Application a la convection de Rayleigh-Bénard :

1) Position du probléme :

La convection de Rayleigh-Bénard est présente dans la vie de tous les jours :
elle régit la dynamique des océans, de I'atmosphére, du magma au centre de la Terre
mais aussi 1'eau chauffée dans une casserole.

o i
Modéle : !70 ransh a5
Do
‘/ " v b /v = &
L ' (1' ) 3 adiababiae !
\ (GJ:R"LO»U—‘-'\ ‘ '* )
58 R A
BT O, A
@ \Lwnu“-......n.n..1,;..",.."...v.... ._-_;x
T oo L ponst iscthanma (Tor i57) 1
< T i 5 X

Soit AT>0etAT~100K , d~1m .
Le fluide en z=d est plus dense qu'en z=0. Donc deux phénomeénes peuvent

alors se produire : soit une diffusion thermique sans convection, le fluide est au repos,
soit une diffusion thermique avec convection si AT>AT, on obtient alors des

rouleaux convectifs. C'est ce phénomene qui sera étudié ici.
Ce phénomene a été étudié par Rayleigh en 1916 pour la premieére fois.
On considérera dans la suite que le fluide est de I'eau et le systeme est une

particule de fluide.
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2) Mise en mouvement :

1.Temps caractéristique de la diffusion thermique : <,

DT
dt

T T

D'apres 1'équation de diffusion =D,AT on obtient T_mNth?

. d’
Dou: =t,~—
th

2.Temps caractéristique du mouvement d'une particule de fluide : =,

D'apres 1'équation de Navier-Stokes, %: —grad P+nV’v+pg

On considere que seules la pesanteur et la viscosité mettent en mouvement une
particule de fluide : po%Nné—Apg
n Pod

~—

N d 1 2
D'OUZ —~n——m=—A —
P2 e, PE=Te Apgd Apg

N avec K une constante.
Apdg

C

Donc on obtient t ~—K

3. Relation entre p et T :

— 1 6p
—p()—alp
Po 8PT

Coefficient de dilatation volumique : «
Coefficient de compressibilité isotherme : 7y,
D'ou dp=—p,0.dT+ p,y,dP

Or pour l'eau, y%,AP~y,p,gd~5.10" et aAT~10"° donc dp=—p,0.dT

En intégrant, Ap=—p,aAT

N

Dol t~—
ap,dgAT
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4.Différents états possibles :

apyd’g

nD,,
Prandtl (rapport en diffusivité de quantité de mouvement et diffusivité thermique) et
Gr nombre de Grashof (rapport entre forces de gravité et forces de viscosité).

Soit R,=Gr.Pr= AT=K % le nombre de Rayleigh. Pr nombre de

On appelle K le nombre de Rayleigh critique qui sépare le régime stationnaire
du régime convectif. Il est de I'ordre de 10°.

- Si t,<t, alors R,<K et AT<AT, : il n'y a pas de convection: la
diffusion assure a elle seule le transfert thermique : la chaleur n'arrive pas a vaincre la
viscosité du fluide pour le fluide en mouvement.

-Si t,~7t, alors R,~K :laparticule de fluide est mise en mouvement car la
diffusion thermique n'arrive plus a assurer le transfert thermique.

-Si t,>t, alors R,>K et AT>AT, :La convection est prédominante. Elle
se fait par rouleaux qui donne au fluide un mouvement de rotation uniforme.

- Si t,>t, alors R,>K le mouvement devient instable a cause de la
turbulence du fluide (nombre de Reynolds > 1000-2000) : il s'agit du régime
chaotique. Dans ce cas, les rouleaux n'ont plus une vitesse uniforme, mais oscillent
avec des inversions spontanées non prévisibles. Cela est dii au fait que les particules
de fluides sont encore trop chaudes quand elles redescendent, ce qui provoque une
remontée de ces particules a cause de leur densité et donc une inversion de rotation
des rouleaux.

5.Analogie : la roue hydraulique de Lorenz :

Robinet [~
La roue hydraulique est une roue Eau
composée de seaux percées et d'une source tj
d'eau venant du dessus (cf schéma). i [ h B
Pour un petit débit volumique, les JLJ R
frottements de la roue ne sont pas vaincus i i .
par le remplissage du premier seau.
Pour un grand débit volumique, la / \
vitesse de la roue est constante et ne tourne LJ "-\@/" L'J
que dans un sens (les seaux arrivent vides en ¥ &
bas).
Pour un plus grand débit volumique, t | | j
la roue oscille avec des inversions l—i e _, if-l
spontanées (régime chaotique) dues au fait t
que les seaux arrivent encore plein en bas. g

l Eau ’
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3) Mise en équation :

1.Equations du mouvement :

Le systeme est régit par trois équations non linéaire :

- L'équation de Navier-Stokes : %:%Jr(v .grad)pv=—grad P+nV*V+p§

- L'équation de conservation de la masse : %+Vp v=0

- L'équation de diffusion thermique : %z%ﬁ? .grad)T=D,V’T

On a obtenu au III-2)3. p=p,—ap,(T—T,) . D'apres l'approximation de
Boussinesq, on n'en tiendra compte que dans le terme de gravité. Dans les autres

termes, p=p, .

Soient v:pﬂo la viscosité cinématique du fluide, P=p+p1 avec p1 la pression

hydrostatique et O la perturbation de température par rapport au régime stationnaire.

On obtient alors G(X,z,t)ZT(x,z,t)+%z—T0—AT

po(%—r+(v grad)V)=—grad p+p,a.g0e,+n Vv
On obtient alors le systéme : Vv=0
% v grad@—%(?.a)+DmV26
d? .. . . .
Onpose r'=L | ¢'=="  9g'=—29 , p'= des coefficients adimensionnés.
P d 7 At > P=yp, P
On obtient alors \7':1;1 v et le systeme :
th

D v’ N —

(G (7 grad 7 )=—grad ' p'+6'E+V " (1)

V'v'=0 (2)

a?,+vv.g—'rad'e':Ra<vv.@;)+vv29v (3)
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2.Mouvement dans le plan (xOz) : détermination de v' et 0 :

On se place alors dans le plan (xOz) ou la particule de fluide a un mouvement
plan sous forme de rouleaux (cf schéma).

Onaalors v'(x',z',t")=u(x",z',t")e+w(x",z',t')e

z

=>__ " 4+

ox' 0z'

—oW¥ ow

On peut poser W declasse C’tel = tw=
p p eclasse e queu az' etw ax'

Conditions aux limites :

- aucun flux de matiere a travers les surfaces en z'=0 et z'=1 :
w(z'=0)=w(z'=1)=0

- aucune force de viscosité sur les surfaces dites libres en z'=0 et z'=1 :
ou ou

- Systéme de rouleaux suivant ey :
W (z'=0)=W(z'=1)=0
T AT 2 2 r [ N— . AP [
D'ou FW (120128 (,1=1)=0 donc W(x',z',t")=W,(t)sin(gx")sin(nz') on

0z"”
obtient alors les fonctions u et w.

- en z'=0 et z'=1, la température est constante et égale a la température du
régime stationnaire donc 0'(z'=0)=0'(z'=1)=0 .

On pose alors 0'(x',z',t")=0,(t")sin(mz")cos(qx')+0,(t)sin(2xz') pour tenir
compte de la dissymétrie des axes x et z en 0.
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4. Obtentions des équations de Lorenz :

Soit (1x) et (1,) les équations projetées de (1) respectivement sur I'axe 0x' et Oz'.

0 ) Dy gAW, o ( 0w, dwy o ( Ou  du 2y, 06
1,)— 1,.)=>—~ + + — + =ATW+—
ox 1) o L=V I g g ) s e W ) ox’
. thqjl 2. 2 q
On remplace W, u, v, et 8 on trouve alors : —~ o +('+q )1111:n2+qze1
L'équation (3) donne en regroupant les termes en sin(Tz)cos(gx) et sin(21z) :
AN . del_ 2 2
D'ou : P qW,0,+qR,W,—(n*+q°)0,
do, 1
dtfzinqlplﬁl—4ﬂ262
Enposant, T=(r’+q’)t' , X=—"0 _w | Y:#Z“e1 , Z:#:?,e2
V2(n*+q’) V2(n*+q’) V2(n*+q’)
2 2
pr=>-, r=—9 R, , b=—2"_ on retrouve les équations de Lorenz :
" (m°+q°) n+q
dX
= =pr(y-X
o7 =PriY—X)
d—YZ—XZ+rX—Y
dT
dz
W—XY—bZ
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4) Résolution graphique :

On prend Pr=10 b=8/3 r=28

Courbes en fonction du temps pour deux conditions initiales (10,10,10) et
(10.01,10.01,10.01), ce qui représente une erreur relative de 0.1 %.

Allure de X(T) :

Allure de Z(T) :

?EW\ MN&'J WM

On remarque finalement que le systeme est bien chaotique.



Attracteur étrange :

36
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Etant dissipatif, le systéme admet alors un attracteur étrange.



Conclusion :

Cette étude sur les systemes chaotiques permet de dire que le chaos touche
beaucoup de domaines de la physique tels que la mécanique, l'électricité et la
météorologie. Cependant, un systéme peut étre a la fois chaotique et non chaotique
suivant les parametres qu'on lui impose (I'amplitude du couple donné au pendule, la
résistance de 1'oscillateur de Chua et la différence de température pour la convection
de Rayleigh-Bénard).

Pour des systemes tels que 1'atmosphere, cette différence de température ne
peut pas étre modifiée par 'homme, donc, en météorologie, la prévision ne pourra
jamais se faire sur une tres grande durée (supérieure a 1 mois). Il en est de méme
pour I'économie et la biologie.

Pour des systémes électriques et mécaniques, la valeur de ces parametres peut

étre aisément changés donc si la prévision éternelle du circuit est voulue, elle peut
étre réalisée en adaptant la valeur de ces parametres.
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Annexe 1 : Programmes sous MAPLE :

Résolution et tracé des solutions d'une équation différentielle sous MAPLE :

1. Obtention des courbes x=f(t) :

parametres : eq=équation différentielle, x(t)=fonction dépendant du temps,
x0=position initiale, Dx0O=vitesse initiale.

chaos:=proc(eq,x,x0,Dx0)

local f,g ;

f:=dsolve({eq,x(0)=x0,D(x)(0)=Dx0},x(t),numeric) ;
g:=dsolve({eq,x(0)=1.01*x0,D(x)(0)=1.01*Dx0},x(t),numeric) ;

with(plots) ;
display(odeplot(f,[t,x(t)],0..30,numpoints=300,color=red),odeplot(g,[t,x(t)],0..30,numpoints=300,color=blue) ;
end :

2. Obtention des différentes courbes avec DEtools :

{eql, eq2} systeme de deux ED du 1e ordre équivalent a I'ED vérifiée par le systeme.

dx
eql:zd—:y,
Exemple pour le pendule forcé : oo t
eq[2:=d—}t/+60 y+w;sin(x)=psin(wt);

a) position en fonction du temps : x=f(t) :

with(DEtools) ;
DEplot({eql, eq2},[x(t),y(t)],t=0..30,stepsize=0.001,[[x(0)=x0,y(0)=Dx0],[x(0)=1.01*x0,y(0)=1.01*Dx0]],
scene=[t,x],linecolor=[red,green]) ;

b) vitesse en fonction du temps : y=f(t) :

DEplot({eql, eq2},[x(t),y(t)],t=0..30,stepsize=0.001,[[x(0)=x0,y(0)=Dx0],[x(0)=1.01*x0,y(0)=1.01*Dx0]],
scene=[t,y],linecolor=[red,green]) ;

c) portrait de phase (ou attracteur étrange) :

DEplot({eql, eq2},[x(t),y(t)],t=0..30,stepsize=0.001,[[x(0)=x0,y(0)=Dx0]]) ;
Pour 3 équations en x, y, z fonctions de t : (II et IIT)

DEplot3d({eql, eq2,eq3},[x(t),y(t),z(t)],t=0..30,stepsize=0.001,[[x(0)=x0,y(0)=y0,z(0)=z0]1]) ;

Pour avoir une projection dans le plan (xQOy) :

DEplot({eql, eq2,eq3},[x(t),y(t),z(t)],t=0..30,stepsize=0.001,[[x(0)=x0,y(0)=y0,z(0)=z0]],scene=[x,y]) ;
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Annexe 2 : Equations du pendule sans m<<M :

Systeme:{masse+tige }

Méme bilan de forces que précédemment.

OAzotige-'- O‘masse (§+M) l 6

MA(P):MA(Pnge)-'-M (Pmasse) ( 2 +M)Ig51ne

On obtient alors les équations suivantes :

- Pendule libre sans frottement :

3m+6M g
2m 6M |1

sin6=0

- Pendule forcé :

b Ok 5, Sm+6Mg ;6 67&sin(mt) si Re<<1
2m+6M ~ 2m+6M I (2m+6M)I*
G461 Ly 3mOMg G- 6% gi(wr)  si Re>1000-2000

2m+6M  2m+6M I (2m+6M )
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